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自动平衡装置的动力学特性分析

摘 要：为研究球式自动平衡装置的抑振特性，利用拉格朗日方程和牛顿定律推导出球式自动平衡装置的运动微

分方程，建立平面振动模型；采用旋转坐标变换的方法将振动模型转化为自治形式方程，分析自治系统的平衡点；采用

数值分岔软件AUTO完成自治系统的分岔分析，指出平衡过程中的霍夫分岔现象，并分析稳定区与不稳定区；最后采

用仿真的方法验证分岔结论的正确性。
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Dynamic Characteristics Analysis of Automatic Ball Balancers
for Eccentric Rotors

Abstract : In order to study the vibration suppression characteristics of the device with an automatic ball balancer, the

differential equations of motion of the rotor are derived by Lagrange equation and Newton's law, and the plane vibration

model is established. The vibration model is transformed into an autonomous equation by coordinate-rotating transformation,

and the equilibrium point of the autonomous system is analyzed. The numerical bifurcation software AUTO is used to

complete the bifurcation analysis of the autonomous system. Hopf bifurcation phenomenon is pointed out in the equilibrium

process, and the stable and unstable regions are analyzed. Finally, the correctness of the bifurcation conclusion is verified by

numerical simulation.
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旋转机械的振动主要是由偏心不平衡引起的。

倘若系统有固定的偏心，可利用动平衡或静平衡的

方法达到平衡。然而，在许多情况下，不平衡质量的

分布会随时间的变化而变化，从而很难预测这种不

平衡会在何时何地发生。球式自动平衡装置是自动

定心型的平衡装置[1]，不需要外部提供任何能量，只

利用系统响应所形成的能量来驱动滚球的移动和分

布，从而自动地消除转子的不平衡[2 – 3]。Rajalingham，

Bhat和Rakheja[4]研究了球式自动平衡装置无衰减动

力学系统的稳定性，并利用线性化后的运动方程来

确定系统稳定转速的范围，从而得出，在达到系统的

临界转速时转子的振动减小。Chung和Ro[5]采用极

坐标的方式并利用拉格朗日方程推导出了球式自动

平衡装置自治系统的运动方程，并对球式自动平衡

装置的稳定性和动力学特性进行了分析。谭青[6]建

立了单自由度振动系统球式自动平衡装置实验台，

并通过仿真与实验验证了球式自动平衡装置的减振

性能。

本文构建了双自由度球式自动平衡装置的平面

模型，并对自治系统进行稳定性分析，指出系统达到

稳态转速的条件。



1 球式自动平衡装置的振动模型

本文的研究对象是一个平面放置的偏心旋转盘

和一个由两个平衡球组成的自动平衡装置模型，如

图1所示，包括圆盘，平衡球和悬挂系统。圆盘以恒

定的角速度旋转。点W表示圆盘的质量中心（不包

括平衡球）且与旋转中心C不重合，偏心距为ε。平

衡球在固定的轨道中周向运动，轨道半径为R。

图 1 球式自动平衡装置模型

本文所采用的符号 (单位均采用国际标准单

位)：O、C——圆盘中心静止时和运动时的位置

X、Y——C点在水平和竖直方向的坐标

C、K——圆盘在水平和竖直方向的阻尼系数和

刚度

M、m——偏心圆盘与平衡球的质量

R——平衡球周向运动的轨道半径

ε——偏心距

ψ、ϕi——圆盘转角、第 i个滚球的转角

D——球的粘性阻尼系数

M0——系统总质量(M0 = M + 2m)

圆盘在XY平面中运动，系统的广义坐标为：

q = ( )x,y,ϕ1,ϕ2

利用拉格朗日方程推导得到系统的运动微分

方程

MẌ - Mεψ̇2cosψ - Mεψ̈sin ψ +
∑
i = 1

2
m [ Ẍ - R ( ψ̈ + ϕ̈i ) sin ( ψ + ϕi ) -

R ( ψ̇ + ϕ̇i )2cos ( ψ + ϕi ) ] + KX = -CẊ (1)

MŸ - Mεψ̇2sin ψ + Mεψ̈cosψ +
∑
i = 1

2
m [ Ÿ + R ( ψ̈ + ϕ̈i ) cos ( ψ + ϕi )-

R ( ψ̇ + ϕ̇i )2sin ( ψ + ϕi ) ] + KY = -CẎ (2)

-mR [ Ẍ sin (ψ + ϕ i ) - Ÿ cos (ψ + ϕ i ) ] +
mR2 ( ψ̈ + ϕ̈i ) = -Dϕ̇i (3)

为了简化计算 ，上式 (1)、式 (2)、式 (3) 中的

X、Y、t可通过下面的公式转化为无量纲形式

的X0、Y0、t0，

X0 = X
R

,Y0 = Y
R

, t0 = ωnt

定义如下的无量纲参数

m0 = m
M

, ω0 = ω
ωn

, e = ε
R

, C0 = C

2 KM
, D0 =

D
mR2ωn

。

ωn是系统的固有频率ωn = K
M
。

系统的微分方程可以转化为如下的无量纲形式

(1 + nm0 ) Ẍ0 - m0∑
i = 1

2
ϕ̈isin ( ω0 t0 + ϕi ) =

eω20cosω0 t0 - 2C0 Ẋ0 - X0 +
m0∑

i = 1

2 ( ω0 + ϕ̇i )2cos ( ω0 t0 + ϕi ) (4)

(1 + nm0 ) Ÿ0 + 2C0Ẏ0 + Y0 = eω20sinω0 t0 -

m0∑
i = 1

2 [ ϕ̈icos ( ω0 t0 + ϕi ) - ( ω0 + ϕ̇i )2sin ( ω0 t0 + ϕi ) ]
(5)

-Ẍ0sin ( ω0 t0 + ϕi ) - Ÿ0cos ( ω0 t0 + ϕi ) + ϕ̈i = -D0 ϕ̇i (6)

上述得到的模型为非自治系统，其稳态解为周

期解。因为周期解的讨论较为困难,所以这里进行

自治系统的转化，进而讨论其平衡点的稳定性。采

用下述旋转坐标变换[7]的方法将上述系统转换为自

治形式

X0 = xcos ( )ω0 t0 - ysin ( )ω0 t0

Y0 = xsin ( )ω0 t0 + ycos ( )ω0 t0
(7)

将旋转坐标带入式(4)、(5)、(6)，得到系统的自治

形式
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-eω20 + 2C0 ẋ - 2ω0 (1 + 2m0 ) ẏ
-[ ω20 (1 + 2m0 ) - 1] x - 2C0ω0y

-∑
i = 1

2
m0 ( ω0 + ϕ̇i )2cosϕi

2ω0 (1 + 2m0 ) ẋ + 2C0 ẏ + 2C0ω0x

-[ ω20 (1 + 2m0 ) - 1] y -∑
i = 1

2
m0 ( ω0 + ϕ̇i )2sinϕi

m0D0ϕ1 + m0 ( Ω 2x + 2Ωẏ ) sinϕ1 +
m0 ( 2Ωẋ - Ω 2y ) cosϕ1]
m0D0ϕ1 + m0 ( Ω 2x + 2Ωẏ ) sinϕ2 +
m0 ( -2Ωẋ - Ω 2y ) cosϕ2]

= 0 (8)

2 自治系统分岔与稳定性分析

本节中对式(8)得到的系统进行稳定性进行分

析。首先，通过计算求得系统在不同条件下的稳态



解；然后利用AUTO软件[8]对各个解进行稳定性分岔

分析。

2.1 稳态解

系统具有稳态解时，所有关于时间的导数均为

零。当系统的质心处在原点时，系统会有一个平衡

的稳态解，再根据公式(8)可得

x = y = 0
ϕ1 = arccos ( - e

2m0
)

ϕ2 = -ϕ1

(9)

在下面的分析计算中，将公式(9)记为解1。

当系统的质心不在原点，即x,y ≠ 0时，系统会有

不平衡的稳态解。根据公式(8)可得

y
x

= tanϕi, i = 1,2,即ϕ1 = ϕ2 + kπ (10)

在 k = 0时对应系统的第一个不平衡的稳态解，

也就是说两个平衡球是重合的状态（不考虑球的碰

撞和球之间的相互作用）。将 k=0 及式(10)代入式

(8)，从而可以得到

x =
[1- ω20 (1 + 2m0 ) ] ω20 ( 2m0cosϕ1 + e ) + 4m0ω30C0sinϕ1

[1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]2 + ( 2C0ω0 )2
y =

2 [1- ω20 (1 + 2m0 ) ]m0ω20sinϕ1 - 2ω30C0 ( 2m0cosϕ1 + e )
[1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]2 + ( 2C0ω0 )2

ϕ1 = ±arccos ( -4m0ω0C0
e [1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]2 + ( 2C0ω0 )2 )

-arctan ( -[1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]
2C0ω0

)
ϕ2 = ϕ1

(11)

在下面的计算分析中，将式(11)记为解2±。

在 k = 1时是系统的第二个不平衡的稳态解，此

时，2个平衡球处于相对的位置，与旋转中心C在一

条直线上。将k = 1及式(10)代入式(8)，可以得到

x = eω20 [1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]
[1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]2 + ( 2ω0C0 )2

y = - 2eω30C0
[1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]2 + ( 2ω0C0 )2

ϕ1 = arctan ( )-2ω0C0
1 - ω20 (1 + 2m0 )

ϕ2 = ϕ1 + π

(12)

在下面的计算分析中，将公式(12)记为解3。

(a) 为解1，两个平衡球关于偏心对称；

(b) 为解2±，两个平衡球重合；

(c) 为解 3，两个平衡球与旋转中心在同一直

线上。

(a) (b) (c)

图 2 三个解的示意图，G代表偏心，B代表平衡球

2.2 数值分岔结果

利用数值分岔软件AUTO对式(8)得到的自治

系统进行稳定性分析。AUTO是在Linux/Unix系统

下运行的软件，本文使用的版本为AUTO07p。当发

生鞍-结分岔时，系统在平衡点处具有一个0特征值。

当发生霍夫分岔时，平衡点处系统存在一对共轭复

根。该复根穿越了复平面中的虚轴，系统的平衡点

也由此变得不稳定。计算过程中各参数的默认值及

变化范围见表1

表 1 计算参数

名称

偏心圆盘质量

滚球质量

稳态转速

偏心距

轨道半径

系统阻尼系数

系统刚度系数

球的粘性阻尼系数

符号

M

m

Ω

ε

R

C

K

D

默认值

0.1

0.2

20

0.1

0.05

1

20

0.01

变化范围

不变

[0,0.5]

[0,30]

不变

不变

[0,3.4]

不变

[0,0.017]

单位

kg

kg

Hz

m

m

Nms-1

Nm-1

Nms-1

进而可以得到无量纲参数默认值以及变化范围

如表2

表 2 无量纲参数

符号

m0

ω0

e

C0

D0

默认值

2

1.5

2

0.35

0.35

变化范围

[0,5]

[0,2.2]

不变

[0,1.2]

[0,0.6]

上述所得的稳态解的存在需具备一定的条件。

对于解1，其存在的条件为

m0 ≥ e
2 ,即Mε ≤ 2mR (13)

也就是说，为了达到平衡状态，平衡球的总质量

与轨道半径的乘积要大于偏心质量与偏心距的乘

积。当公式(13)两边相等时，ϕ1 = π,ϕ2 = -π。说明

此时两个平衡球相对于偏心都处于相对状态，即两

平衡球重合，恰好对应解2±。在Mε > 2mR时，解1不

存在，即在两个平衡球重合后，平衡的稳态解1开始

不存在，这是典型的叉形分岔。



图 3是m0 的单参数分岔图，在图中，纵坐标为

AUTO默认的 L2范数实线为稳定解，虚线为不稳定

解，叉形分岔点用△标记，霍夫分岔点用*标记。从

图 3可看出,随着m0的增大,系统中出现了霍夫分岔

现象。经过霍夫分岔点后,自治系统的解也从不稳

定转为稳定。平衡解1来自平衡解2±其中之一的叉

形分岔PF。

图 3 m0单参数分岔分析，PF代表叉形分岔点，

H代表霍夫分岔点

对于两平衡球处于重合状态的解 2±来说，利用

反余弦函数定义域绝对值小于等于 1的性质，联合

式(11)可以得到

( )ΩC
2 ( )2mR
Mε

- 1 < [ K - Ω 2 ( M + 2m ) ]2

( )2ω0C0
2 ( )( 2m0

e
)2 - 1 < [1 - ω20 (1 + 2m0 ) ]2

(14)

当满足m0 ≤ e
2 时，式(14)总是成立，解2±存在。

当m0 > e
2 时，可以发现在ω0 足够小或者ω0 趋

于无穷大时，式(14)是成立的，但是当在ω0等于一个

中间值
1

1+ 2m0
时，此时式(14)的右边等于0，也不

成立。因此，重合状态的解 2±在ω0足够小时存在，

随着ω0的增大，当ω0增大到ω01时，解 2±不存在，ω0
继续增大到ω02时，解 2±会重新存在，ω01、ω02的值取

决于 e,C0,m0的赋值。这是一种典型的鞍-结分岔。

图4(a)和图4(b)给出了针对无量纲参数ω0与m0
的双参数分岔结果。在图4(a)和图4(b)中，实线对应

的是鞍结分岔 PF或者叉形分岔 SN，虚线对应的是

霍夫分岔H；区域一对应的是平衡解 1，区域二对应

的是解2±，其余区域没有对应的稳态解。

鞍结分岔、叉形分岔和霍夫分岔曲线交于一点，

即为上文提到的叉形分岔点，该点的坐标为

( ω0,m0 ) = ( ω0c,m0c ) = ( 1 1+ 2m0 , e/2 ) = ( 0.577 3,1 )
该点坐标转化为有量纲的形式为

( ω,m ) = ( ωc,mc ) = ( ω0c K/M ,m0cM ) = (14.14, 0.1 )
在图4(a)中，字母的下标对应的解的序号；在图

4(b)中，下标代表该区域是否处于稳定状态(s代表稳

定，u代表不稳定)。从图 4(a)和图 4(b)中可以得到，

对于解1来说，只有当m0 > 1时存在，且只在区域二

中是稳定状态；对于解 2+来说，在m0 < 1时，解 2+一

直是稳定的解，而在m0 > 1时，只有当ω0比较小时，

即在鞍结分岔曲线 SN2± 的左侧，系统才会处于稳定

状态；对于解2-来说，系统一直处于不稳定状态。

图5进一步给出了其他相关物理参数的双参数

分岔分析，图 5(a)、图 5(b)分别表示随着ω0 的增加，

稳定边界与球阻尼D、系统阻尼C的无量纲参数D0、

C0 的关系。区域一对应的是平衡解 1，区域二对应

的是解2±，其余区域没有对应的稳态解。在这2种情况

中，在经过鞍节分岔点SN时解 2±开始变得不稳定，

而在经过霍夫分岔点H时平衡解1开始变得稳定。

对于解 3，无论各参数怎样取值，式(12)总有意

义，即解3一直存在（注意：和解1一样，通过交换ϕ1

和ϕ2可以得到两种形式的解，因为两个平衡球是完

全一样的，所以两种形式的解是等价的）。

(a) (b)

图 4 ω0 - m0双参数分岔分析



3 分岔结果的仿真验证

在本节中，应用MATLAB软件进行数值仿真并

验证上一节的分岔结果。各项参数采用表2中的默

认值，其他参数的初值设定为

x = y = ẋ = ẏ = ϕ̇1 = ϕ̇2 = 0,ϕ1 = π 2 ,ϕ2 = - π 2
图 4得到了系统不同解的区域以及稳定、不稳

定区域，图 6给出了分岔图中不同区域的数值仿真

结果，即径向振动 r = x2 + y2 随时间的变化。

图 6 数值仿真图

图 6(a)给出了高转速(ω0 = 20)以及m0 = 2时的

仿真结果，该情况对应图4(a)中平衡解1的霍夫分岔

边界H1的右侧，且最终实现了完全平衡的效果。图

6(b)给出了低转速ω0 = 0.3以及m0 = 2时的仿真结

果，长时间的数值仿真系统都未能达到平衡的效果。

图6(c)给出了平衡球与偏心质量比值较小(m0 = 0.5)

以及ω0 = 4的仿真结果，对于给定的偏心率 e = 2，此
时并不满足平衡条件(13)，如同分岔分析所预测的

一样，解 2+ 是稳定的，系统的径向振动最终稳定在

0.025 77。图6(d)给出的是m0 = 4、ω0 = 0.6的仿真结

果，图 6(d)可以得知，此时系统没有稳定的平衡，在

该条件下系统具有振荡的径向振动。

4 结 语

本文建立了双自由度振动系统的球式自动平衡

装置的模型，并对其进行了非线性分岔分析，给出系

统的双参数分岔分析图，从而得到系统的稳定区与

不稳定区。最后在MATLAB中进行数值仿真验证

分岔结果，得到不同参数值情况下的平衡结果。从

中可以得到以下结论：

(1) 从图 3和图 4可以得到，若每个平衡球的质

量与偏心质量之比m0大于偏心率 e的一半，且随着

转速的增加，系统在经过霍夫分岔后即可实现平衡；

(2) 在每个平衡球的质量与偏心质量之比m0小

于偏心率 e的一半时，此时两平衡球重合，最终系统

的振幅会稳定在某个特定的值，从而实现动态平衡。

(a)ω0 - C0 (b)ω0 - D0

图 5 双参数分岔分析


